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Таблиця 1. Розподіл рейтингових балів за видами діяльності 
№ Вид діяльності Бали Кількість робіт Сума балів 

1. Практичні заняття 0,5 8 4 

2. Домашні роботи 0,5 8 4 

2. Індивідуальна домашня робота 18 1 18 

3. Самостійна робота 18 1 18 

5. Контрольна робота 18 1 18 

6. Колоквіум 18 1 18 

 Всього за семестр   80 

 Екзамен   20 

Підсумковий рейтинговий бал 160 

 

Таблиця 2. Розподіл рейтингових балів за модулями 
№ Назви теоретичних блоків Кількість балів 

л
ек

ц
ій

н
і 

за
н

я
тт

я
 

п
р

ак
ти

ч
н

і 

за
н

я
тт

я
 

ін
д

и
в
ід

. 

д
о

м
. 

р
о

б
о

та
 

д
о

м
аш

. 

р
о

б
о

ти
 

к
о

н
тр

. 

р
о

б
о

ти
 

са
м

. 
р

о
б

о
та

 

к
о

л
о

к
в
іу

м
 

в
сь

о
го

 

Модуль 1. Звичайні диференціальні рівняння вищих порядків, системи 

диференціальних рівнянь першого порядку 

1 Змістовий модуль 2 

Звичайні диференціальні рівняння п-го 

порядку та математичне моделювання 

реальних процесів з їх допомогою 

 

3 

 

3 

 

30 

 

2 

    

38 

2 Змістовий модуль 3 

Системи диференціальних рівнянь та 

математичне моделювання реальних 

процесів з їх допомогою 

 

2 

 

2 

  

2 

  

30 

  

36 

3 Змістовий модуль 4 

Диференціальні рівняння в частинних 

похідних та математичне моделювання 

реальних процесів з їх допомогою 

 

2 

 

2 

  

2 

 

40 

  

40 

 

86 

Всього за 6 семестр 7 7 30 6 40 30 40 160 
80% 

Екзамен        40 
20% 

Підсумковий рейтинговий бал        200 

Нормований рейтинговий бал        100 

Складання модуля 1: 24.05.10-30.05.10 

Змістові модулі та тематичне планування 

Модуль 2. Звичайні диференціальні рівняння п-го порядку та 

математичне моделювання реальних процесів з їх допомогою 
2.10. Диференціальні рівняння n-го порядку загального вигляду 

а) Основні поняття і означення. Геометричний і механічний зміст 

диференціального рівняння другого порядку. 

б) Теорема про існування та єдність розв’язку задачі Коші. Зведення 

диференціального рівняння n-го порядку до системи диференціальних 

рівнянь першого порядку. 

в) Поняття про загальний і частинний розв’язок. 
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          г) Класи диференціальних рівнянь, що допускають зниження порядку. 

2.11. Лінійні диференціальні рівняння n-го порядку  

а) Поняття про лінійний диференціальний оператор n-го порядку. 

б) Дійсні і комплексні розв’язки однорідного лінійного диференціального 

рівняння. 

в) Властивості розв’язків ОЛДР. 

            г) Фундаментальна система розв’язків. Визначник Вронського. 

            д) Структура загального розв’язку ЛОДР n-го порядку. 

2.12. Лінійні однорідні диференціальні рівняння n-го порядку з сталими 

коефіцієнтами. 

а) Характеристичне рівняння ЛОДР n-го порядку з сталими коефіцієнтами. 

б) Загальний розв’язок у випадку різних дійсних коренів характеристичного 

рівняння. 

в) Випадок кратних коренів. 

            г) Загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння 2-го 

порядку. 

2.13. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння n-го порядку  

а) Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння. 

б) Метод варіації довільних сталих (метод Лагранжа). 

в) Метод невизначених коефіцієнтів. 

            г) Загальний розв’язок рівняння другого порядку. 

2.14. Інтегрування диференціальних рівнянь за допомогою степеневих рядів 

а) Зображення розв’язку ЛОДР 2-го порядку у вигляді суми степеневого 

ряду. 

б) Рівняння Ерміта (застосування у квантовій механіці). 

в) Рівняння Бесселя. 

            г) Рівняння Гауса (гіпергеометричне рівняння). 

            д) Рівняння Лежандра. 

2.15. Застосування ЗДР до розв’язування задач науки і техніки.  

а) Вільні гармонійні коливання. 

б) Затухаючі коливання. 

в) Вимушені коливання: нерезонансний і резонансний випадки. 

Модуль 3. Системи диференціальних рівнянь та математичне 

моделювання реальних процесів з їх допомогою 

3.16. Системи диференціальних рівнянь загального вигляду 

а) Основні поняття і означення, нормальна СДР. Задача Коші. 

б) Механічне тлумачення нормальної СДР та її розв’язків. Поняття про 

фазовий простір. 

в) Теорема існування та єдиності для нормальної СДР.  

3.17. Лінійні системи диференціальних рівнянь 

а) Деякі відомості з теорії матриць. 

          б) Однорідні СЛДР. 

          в) Фундаментальна система розв’язків. Визначник Вронського. 

г) Загальний розв’язок ОЛСДР. 

3.18. Неоднорідні системи лінійних диференціальних рівнянь 
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а)Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних диференціальних 

рівнянь 

          б) Метод варіації довільних сталих (метод Лагранжа) відшукання розв’язків 

ЛНС. 

          в) Метод невизначених коефіцієнтів (нерезонансний і резонансний 

випадок). 

          г) Зведення лінійного диференціального рівняння n-го порядку до лінійної 

системи диференціальних рівнянь. 

3.19. Системи лінійних диференціальних рівнянь з сталими коефіцієнтами 

а) Побудова загального розв’язку у випадку простих коренів. 

          б) Жорданова нормальна форма матриці. 

          в) Випадок кратних коренів характеристичного рівняння. 

3.20. Застосування СДР до дослідження процесів реальної дійсності 

а) Коливні процеси в електриці. 

б) Фазові траєкторії і інтегральні криві. 

в) Динаміка бойових дій. 

Модуль 4. Диференціальні рівняння в частинних похідних та 

математичне моделювання реальних процесів з їх допомогою 

4.21. Диференціальні рівняння в частинних похідних 

а) Основні поняття і означення. 

б) Класифікація диференціальних рівнянь в частинних похідних другого 

порядку. 

4.22. Рівняння гіперболічного типу 

а) Рівняння коливання струни. 

б) Рівняння коливання мембрани. 

в) Метод Фур’є. 

4.23. Рівняння параболічного типу 

а) Рівняння теплопровідності. 

б) Метод Фур’є. 

4.24. Рівняння еліптичного типу 

а) Рівняння Лапласа. Задачі, що приводять до рівняння Лапласа. 

б) Задача Діріхле для круга. 

в) Інтеграл Пуассона. 

4.25. Застосування ДР у частинних похідних до дослідження процесів реальної 

дійсності 

 а) Коливання струн музичних інструментів. 

 б) Температурні хвилі. Вплив радіоактивного розпаду на температуру 

земної кори. 

 в) Задачі електростатики. 

Практичне заняття № 1 

Тема: ДР вищих порядків, що допускають пониження порядку.  
Контрольні запитання 

1. Який загальний вид має рівняння n-го порядку, розв’язане відносно 

старшої похідної? Що називають розв’язком (інтегральною 
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кривою) (загальним, частинним) такого рівняння? У яких формах 

він може бути заданий?  

2. Як формулюється задача Коші для рівняння n-го порядку, 

розв’язаного відносно старшої похідної?  Який геометричний і 

механічний зміст має ця задача для рівняння другого порядку?  Чи 

означає в цьому випадку єдиність розв’язку задачі Коші, що через 

задану точку  00, yx  проходить тільки одна інтегральна крива? 

3. За якої умови задача Коші має розв’язок? Коли цей розв’язок буде 

єдиним? 

4. Як знаходять загальні розв’язки рівнянь    0, nyxF ,    0, nyyF , 

     0,1  nn yyF , 
       0,, 12  nnn yyyF ,   , , ,..., 0

n
F y y y y   . 

Приклад 1. Знайти загальний та частинний розв’язок ДР xx
dx

yd
ln

3

3

 , 

що задовольняє початкові умови: при 0 1,x   0 0,y   0 0,y   0

1

4
y   . 

► В даному разі це є рівняння    0, nyxF , розв’язане відносно 
 ny  (окремий випадок лінійного рівняння). Маємо  

2 2

2 2
ln , ln

d d y d y
x x d x xdx

dx dx dx
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Остаточно: 

.
2288

13
ln

24
32

2

1
4

4

CxC
x

Cxx
x

y   

 Шукаємо тепер частинний розв’язок, що задовольняє зазначені 

початкові умови. З рівності (1) маємо: 10
4

1

4

1
'' Cy  ; отже, 01 C . 

Далі з рівності (2) знаходимо 
36

5
2 C . Нарешті рівність (3) дає змогу 

визначити 3C : 
32

3
3 C . 

 Таким чином, шуканий частинний розв’язок буде 

.
32

3

36

5

288

13
ln

24

4
4

 xxx
x

y  ◄ 

 

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рівняння 
2 0.y y    

 ► Маємо рівняння типу      0,1  nn yyF . Введемо заміну y z  , 

тоді 
dz

y
dx

  . Отже, 

2

12

1
, , .

dz dz
z dx x C

dx z z
      

Але 
2

2

dx

yd
z  , тому .

1

1
2

2

Cxdx

yd


  Як бачимо, дістали рівняння, 

розглянуте в прикладі 1. 

 Далі маємо:     1 2

1

, ln .
dy dx dy

d x C C
dx x C dx

 
      

 
 

Звідси                   .ln 321  CxCdxCxy  

Остаточно: 

    .lnln 3211 CxCCxCxxy   ◄ 

 

Приклад 3. Знайти розв’язок рівняння 3 0y y   , який задовольняє 

початкові умови: при 0',1,1  yyx . 

► Маємо рівняння типу 
   0, nyyF , розв’яжемо його відносно 

похідної: 3y y   , помножимо обидві частини на 2y dx : 
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 3 2 3 2

12

1
2 2 ' , 2 , .y y dx y y dx d y y dy y C

y

           

Звідси 

.1,
1

1
0 11

2









CC

dx

dy
 

Далі маємо 

2

22 2

1
1, , 1 .

1

dy ydy
dx y x C

dx y y
       

 
 

Беручи до уваги початкові умови, знаходимо 12 C . Таким чином, 

частинний розв’язок диференціальне рівняння набере вигляду: 

 22 11  xy  або 0222  xyx . ◄ 

 

Приклад 4. Розв’язати рівняння  2 21 3 0.y y y y                          (4) 

► Як бачимо, це рівняння типу    0,...,  nyyF , тобто не містить 

явно шукану функцію і не містить явно аргумент, отже його порядок 

можна знизити на дві одиниці. 

 Покладемо y z  . Тоді 
2

2
,

dz d z
y y

dx dx
   , і рівняння матиме 

вигляд: 

  .031

2
2

2

2











dx

dz
zz

dx

zd
                              (5) 

Користуючись тепер тим, що рівняння (4) не містить явно незалежної 

змінної, знизимо його порядок ще на одиницю. Поклавши p
dx

dz
  і 

розглядаючи z  як незалежну змінну, будемо мати 

.
2

2

p
dz

dp

dx

dz

dz

dp

dx

zd
  

Отже, рівняння (5) набере вигляду 

  031 22  zpz
dz

dp
p

      
або        .031 2  zpz

dz

dp
 

Відокремлюючи змінні, дістанемо: 
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12

3 3
0, ln ln 1 ln ,

1 2

dp zdz
p z C

p z
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і звідси 
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Зробивши в інтегралі заміну dt
t

dzttgz
2cos

1
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Інтегруючи останню рівність, знайдемо 

 2213 1 CxCCy    або     .1
2

21
2

3  CxCCy ◄ 

 

Приклад 5. Розв’язати рівняння 
2 0xyy xy yy     .  

► Ліва частина даного рівняння є однорідна функція (виміру 2) 

відносно шуканої функції та її похідних. Отже, покладемо 
y

z
y


  або 

y zy  . Тоді 
2y z y zy z y z y       , і рівняння після підстановки 

виразів для y  та y  набере вигляду 

 2 2 2 2 2 0,xy z z xz y y z      

або (після скорочення на 2y ) 

 2 2 0.x z z xz z      

Таким чином, ми дістали рівняння першого порядку (рівняння 

Бернуллі). Зробивши заміну (після ділення на 
2z ) 

,
1

,
1

2 dx

dz

zdx

du

z
u   
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будемо мати лінійне рівняння 

.2
x

u

dx

du
 

Розв’язок відповідного однорідного рівняння має вигляд: 

.,lnlnln
x

C
uCxu   

Тому 

2

1

1
2, 2 , ,

dC
dC xdx C x C

x dx
      

  .
1 1

1
2 x

x

C

x
Cxu   

 Отже, 

.
'

1
2 Cx

x

y

y
z


  

З останньої рівності маємо 

 2

1 22

1

1
, ln ln .

2

dy x
dx y x C C

y x C
   


 

Остаточно 

1
2

2 CxCy   ◄ 

 

Приклад 6. Розв’язати рівняння 0.yy y y     

 ► Якщо поділити обидві частини рівняння на 2y , помічаємо, що 

ліва частина тоді буде похідною від 
y

y


, тобто 

2
0.

y y y y d y

y dx y

    
  

 
 

Звідси 

1 1, .
y

C y C y
y


   

Це рівняння буде вже рівнянням другого порядку типу    0,  nyyF . 

Отже, 

 2 2 2

1 1 1 22 2 , 2 , ,y y dx C yy dx d y C ydy y C y C         

2

1 2
2

1 2

, .
dy

y C y C dx
C y C

     


 

Зінтегрувавши, будемо мати: 
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   12 2

1 2 3 3 2ln ln , .
C xC x y y C C e C y y C        

Останнє рівняння можна розв’язати відносно y : 

 1 12 2

2 3 2 2 3 2, .
C x C xe y C y C C y C y C C e

       

З рівностей 

1 12 2

2 2 3 2

3

1
,C x C xy y C e y C y C C e

C

       

маємо 

1 1 1 1

2 3 2 3

3

1
2 , ' ' .C x C x C x C xy e C C e y C e C e

C

      

(тут 
2

',
2

1
' 23

3
3

2

CC
C

C
C  ). ◄ 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. [3] Перевірити, чи є дана функція розв’язком вказаного 

диференціального рівняння: 

1.1 1 2sin cos , 0;y C x C x y y     

1.2  2

1 2 3 , 2 2 0;x x xy C e C e C e y y y y           

1.3   1 2

1
, 2 0;x xy C e C e xy y xy

x

        

1.4  
3

2
1 2 , 2 .y C x C xy y     

2. Зінтегрувати диференціальні рівняння вказаного типу та відшукати 

частинний розв’язок, якщо вказані початкові умови: 

     рівняння типу    0, nyxF  

2.1. 0''' y ; при .2'',0',1,0 0000  yyyx  

2.2. .2sin xy IV   

2.3. chIVy x ; при 
0 0 0 0 0

0, 2, 1, 1, 0.x y y y y        

2.4. cosxy e x  ; при 
0 0 0

3
0, 0, .

2
x y y    

2.5. 3sin .y x   

2.6. arcsin .y x   

2.7. 
1

.xy e
x

    

2.8. 1 xIV ey ; при 
0 0 0 0 0

0, 2, 0, 0, 0.x y y y y        
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2.9. 
 
 

2

3

1
'

1

xx e
y

x


 

  

    
рівняння типу      0,1  nn yyF :

 
2.10. 3 0.y y    

    рівняння типу   0,,  yyyF : 

2.11.  2 21 3 0.y y y y       

    
рівняння типу    0, nyyF :

 

2.12. 
1

3
1

.
3

y y


 
                        2.13. 

3 1;y y  
 

2.14. 

1
y

y
 

;                           2.15. 
8 ;yy e   

    рівняння типу    0,...,,,  nyyyxF :
 

2.16. ln .
y

xy y
x


 

                      
2.17. 2 2 4 0.y y y      

2.18. 22 1 0.yy y                     2.19. 2 2 0.x y y    

    рівняння типу    0,...,,,  nyyyyF :
 

2.20.     21 ln 1 ln 0.y y y y y      

2.21.  2 0.yy y yy y              2.22. 
2 2;y y y y y       

2.23. 
2 2 ln ;y y y y y                  2.24.   21 2 ;y y y    

    рівняння типу 
   0,...,,  nyyyF :

 
2.25. 

2 3 0;y y y y                   2.26.  
2
;y y           2.27.  

2 21 .y y    

2. Знайти частинні розв’язки рівнянь, що задовольняють вказані 

початкові умови: 

2.1.  2 1 2 0y x xy    ; при    0, 0 1, 0 3.x y y    

2.2. 2 3 0yy y y     ; при    1, 1 1, 1 1.x y y    

2.3. 3 1 0y y   ; при 1, 1, 1.x y y    

3. 
3 2y y y y y     . Знайти інтегральну криву, що проходить через точку 

 0,0M  і дотикається до прямої .xy   

4. Знайти плоскі криві, у яких радіус кривизни пропорційній кутові 

нормалі. 

5. Знайти криві, у яких радіус кривизни дорівнює відрізкові нормалі, 

заключному між даними паралельними прямими. 
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Практичне заняття № 2 

Тема: Лінійна залежність і незалежність функцій. Визначник 

Вронського. Лінійні однорідні рівняння вищих порядків. 

Знаходження загального розв’язку ЛОДР, якщо відомий один 

частинний розв’язок. 
Контрольні запитання 

1. Який загальний вид має лінійне рівняння п-го порядку? При якій 

умові задача Коші для лінійного рівняння має єдиний розв’язок? 

У якому інтервалі існують розв’язки?  

2. Які розв’язки однорідного лінійного рівняння називаються лінійно 

незалежними? Що таке фундаментальна система розв’язків? Чи 

може нульовий розв’язок входити до складу фундаментальної 

системи розв’язків? Яка умова є необхідною і достатньою для 

того, щоб дана система розв’язків була фундаментальною? 

Скільки фундаментальних систем розв’язків має задане однорідне 

лінійне рівняння?  

3. Як побудувати загальний розв’язок однорідного лінійного рівняння, 

якщо відомо фундаментальну систему розв’язків?  

4. Як знайти загальний розв’язок неоднорідного лінійного рівняння, 

якщо відомий один частинний розв’язок й загальний розв’язок 

відповідного однорідного рівняння? 

Приклад 1. Дано функції xy 2
1 sin

2

1
 , xy 2

2 cos3 , 23 y , xy 4  на 

проміжку   ; . Визначити, чи будуть вони лінійно залежні чи 

лінійно незалежні. 

► Використаємо означення лінійно незалежних функцій. Складемо 

рівняння: 

  02cos3sin
2

1
43

2
2

2
1 








xxx  .                (6) 

Якщо покласти 21  , 
3

1
2  , 

2

1
3  , 04  , рівняння (6) стане 

тотожністю: 

  0cossin02
2

1
cos3

3

1
sin

2

1
2 2222 








xxxxx . 

Отже, знайшлися числа 1 , 2 , 3 , 4  не всі рівні одночасно нулю і 

такі, що рівняння (6) перетворюється в тотожність. Тому, дані функції 

1y , 2y , 3y , 4y  лінійно залежні. ◄ 
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Приклад 2. Дано функції xy 1 , 322  xy , 533  xy . Вияснити, чи 

будуть вони лінійно незалежні чи ні. 

► Складемо рівняння:  

    05332 321  xxx  ,                            (7) 

або 

    05332 32321   x . 

Це многочлен першого степеня, він тотожньо рівний нулю тоді і тільки 

тоді, коли його коефіцієнти рівні нулю: 









.053

,032

32

321




 

Маємо однорідну систему двох лінійних рівнянь з трьома невідомими. 

Як відомо, така система має безліч розв’язків, в тому числі і не нульові. 

Отже, функції 1y , 2y , 3y  лінійно залежні. ◄ 

Приклад 3. Знайти визначник Вронського для системи функцій 21 y , 

xy cos2  , xy 2cos3  . 

► 
 

.sin8cos2sin42cossin8

2cos4cos

2sin2sin
2

2cos4cos0

2sin2sin0

2coscos2

,,

3

321

xxxxx

xx

xx

xx

xx

xx

yyyW








◄ 

Приклад 4. Довести, що функції xy 1 , 2
2 xy  , 

3
3 xy   (8) утворюють 

фундаментальну систему розв’язків для рівняння 
3 23 6 6 0x y x y xy y      . 

► Система функцій (8) лінійно незалежна, оскільки тотожність  

03
3

2
21  xxx   

може мати місце тільки в тому випадку, якщо 0321   . 

Крім того, безпосередня підстановка легко покаже, що 1y , 2y , 3y  є 

розв’язками заданого диференціального рівняння. Отже, згідно з 

означеням функції (8) утворюють фундаментальну систему розв’язків 

для цього рівняння. 

Визначник Вронського для функцій xy 1 , 2
2 xy  , 

3
3 xy   

дорівнює: 

  33

32

32 2

620

321,, x

x

xx

xxx

xxxW  . 



 15 

Він перетворюється в нуль при 0x . При цьому значенні для рівняння 

(8) порушується теорема існування і єдиності, оскільки коефіцієнти 

рівняння  

2 3

3 6 6
0y y y y

x x x
       

розривні в точці 0x . ◄ 

Приклад 5. Показати, що функції xexx ,, 3  утворюють 

фундаментальну систему розв’язків деякого лінійного однорідного 

диференціального рівняння третього порядку. Написати це рівняння і 

знайти його особливі точки. 

► Покажемо спочатку, що функції xexx ,, 3  лінійно незалежні. 

Припустимо, що при деяких 321 ,,   виконується тотожність: 

03
3

21  xexx  . 

Продиференціювавши цю тотожність чотири рази, отримаємо, що 

03 xe , і тому 03  . Але тоді: 03
21  xx  . 

Це рівняння може тотожньо виконуватися лише, якщо 021  . 

Отже, функції xexx ,, 3  лінійно незалежні. 

Загальний розвязок рівняння має вигляд: 
xeCxCxCy 3

3
21   (9). 

Продиренціювавши його тричі, отримаємо: 
2

1 2 3

2 3

2 3

3 ,

6 ,

6 .

x

x

x

y C C x C e

y C x C e

y C C e

   

  

   

                                  (10) 

Розв’язавши систему (10) відносно 321 ,, CCC  і підставивши їхні 

значення в (9), отримаємо шукане диференціальне рівняння: 

       3 2 3 22 6 6 2 6 6 6 6 6 6 0y x x x y x x y x x y x             . 

Особливою точкою цього диференціального рівняння буде 0x . 

Складемо визначник Вронського для функцій 

  )662(

60

31,, 22

2

2  xxxe

ex

ex

exx

exxW x

x

x

x

x
. 

Він перетворюється в нуль при 0x . ◄ 

Нехай задано лінійне однорідне диференціальне рівняння другого 

порядку ( ) ( ) 0;y p x y q x y     де )(xp  і )(xq - неперервні на );( ba  
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функції, )(1 xy  частинний розв’язок цього рівняння такий, що 0)(1 xy  

для  bax ; . Загальний розв’язок можна знайти за формулою Абеля: 

dx
xy

e
xyCyCxy

dxxP




)(
)()(

2
1

)(

1211                       (11) 

де  21,CC  - довільні сталі. 

 

Приклад 6. Знайти загальний розв’язок ЛОДР, коли відомий 

нетривіальний частинний розв’язок: 34 (4 2) 0,y xy x y      
2

)(1
xexy  . 

► Очевидно, що функції 24)(,4)( 3  xxqxxp неперервні на 

всій множині дійсних чисел, крім того 0)(1 xy , x  . 

Знайдемо загальний розв’язок, скориставшись формулою Абеля (11): 

 
2 2

2

4

1 2 2
( )

xdx

x x

x

e
y x C e C e dx

e



 





      

2

2 2 2 2 2 2

2

2

1 2 1 2 1 22

x
x x x x x x

x

e
C e C e dx C e C e dx C e C e x

e


     


               

Отже, ).()( 21

2

xCCexy x    ◄ 

 

Приклад 7. 

Знайти загальний розв’язок ЛОДР 2 0,xy y xy     коли відомий 

нетривіальний частинний розв’язок .
sin

)(1
x

x
xy   

► Зведемо задане рівняння до вигляду ( ) ( ) 0,y p x y q x     

поділивши на x   0x  ліву і праву частину рівняння: 

2 0,xy y xy     

Функції 
x

xp
2

)(  , 1)( xq  неперервні на     ;00; , крім того 

0)(1 xy ,     ;00;x . Знайдемо загальний розв’язок, 

скориставшись формулою Абеля (11): 
2

2ln

1 2 1 22 2

2

sin sin sin sin
( )

sinsin

dx
xxx x e x x e

y x C C dx C C dx
xx x x xx

xx
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2

1 2 1 22 2

2

1
sin sin sin sin

sin sin

x x x x dxxC C dx C C
xx x x x x

x

           

1 2 1 2

sin sin sin cos
.

x x x x
C C ctgx C C

x x x x
     

Отже, )cossin(
1

)( 21 xCxC
x

xy  . ◄ 

 

Приклад 8. Знайти загальний розв’язок рівняння Ейлера 
3 22 3 5 0x y x y xy y      .                        (12) 

► Зведемо задане рівняння до ЛОДР зі сталими коефіцієнтами, 

ввівши підстановку 
tex  . 

Знаходимо 
dy dy dt

y
dx dt dx

    , де 
te

dt

dxdx

dt 11
 , тоді 

1
t

dy
y

dt e
   ;                                              (13) 

    2

2

1 1 1
t t t

d y d y dt d y dy
y

dx dt dx dt e dt e e

   
         

 
, 

тобто 
2

2

1
t

d y dy
y

dt dt e

 
    

 
;                                     (14) 

    3 2 2

3 2 2 2 2 2

1 1 1
2

t t t

d y d y dt d y d y d y dy
y

dx dt dx dt dt e dt dt e e

      
              

    
, 

тобто 
3 2

3 2 3

1
3 2

t

d y d y dy
y

dt dt dt e

 
     

 
.                          (15) 

Тоді рівняння (12) набуде вигляду: 

05
1

3
1

2
1

23
22

2
2

32

2

3

3
3 




























y
edt

dy
e

edt

dy

dt

yd
e

edt

dy

dt

yd

dt

yd
e

t
tt

ttt
y

t

t

y

t

t

y

t

t

    

, 

.055
2

2

3

3

 y
dt

dy

dt

yd

dt

yd
                              (16) 
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Рівняння (16) є лінійним однорідним диференціальним рівнянням 3-

го порядку. Складемо характеристичне рівняння: 

055 23  kkk , 

  055 2  kkk , 

  05)1( 2  kk , 










;05

,012

k

k
   









.5

;

3

2,1

k

ik
 

Загальний розв’язок рівняння (16): 
teCtCtCy 5

321 sincos  . 

Оскільки tex  , то xt ln . Тоді загальний розв’язок рівняння (2) 

має вигляд: 
5

321 lnsinlncos xCxCxCy  . ◄ 

Приклад 8. Знайти загальний розв’язок рівняння 

2

3 4
lny y y x x

x x
    .                              (17) 

► Зведемо задане рівняння (17) до рівняння Ейлера, помноживши 

ліву і праву частину на 2x : 
2 33 4 lnx y xy y x x    .                                 (18) 

Отримане рівняння зведемо до ЛНДР зі сталими коефіцієнтами 

використавши підстановку tex  , та врахувавши, що  

1
t

dy
y

dt e
   ,                                           (13) 

2

2 2

1
t

d y dy
y

dt dt e

 
    

 
                                    (14), 

отримаємо: 

t

t

t

t

t tey
edt

dy
e

edt

dy

dt

yd
e 3

22

2
2 2

1
3

1















 , 

або 

ttey
dt

dy

dt

yd 3

2

2

44  .                                  (19) 

Рівняння (18) є лінійним неоднорідним диференціальним рівнянням 2-

го порядку загальний розв’язок якого має вигляд: 

  ttt
нчознз etteCeCyyy 32

2
2

1...... 1 . 

Підставивши в останню рівність xt ln , отримаємо загальний 

розв’язок рівняння (17): 

  32
2

2
1 ln1ln xxxxCxCy  . ◄ 



 19 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. Визначити, чи системи функцій лінійно залежні: 

1.1. xy 1 , 2
2 xy  , 

3
3 xy   

1.2. xey x 3sin2
1  , 323cos2

2  xxey x . 

2. Довести лінійну залежність вказаних функцій: 

2.1. ay 1 , xy 2
2 cos , xy 2

3 sin  

2.2. xy 1 , xy 22  , 
2

3 xy   

2.3. xy sin1  , 









8
sin2


xy , 










8
sin3


xy . 

3. Знайти визначник Вронського для заданих систем функцій: 

3.1. xe , xe2 , xe  

3.2. 
1

1
, xe

x
, 

3.3.  , xarcsin , xarccos , 

3.4. 
 

2

0, 0 1,

1 , 1 2,

x

x x

 


  

            
 

2
1 , 0 1,

0, 1 2,

x x

x

   


 

 

3.5 sin , sin , sin , ;
8 8

x x x x
    

     
   

 

3.6  2 , arctg , arcctg , ;
2 2

x x
x

 
  

3.7    , 0, , .k

ky x x k n x            

4. Скласти диференціальне рівняння по заданій фундаментальній 

системі розв’язків: 

4.1. .sin,cos, xxx             4.2. xx xee ,                       4.3. xexx ,2,2  . 

5. Скласти однорідне лінійне диференціальне рівняння, якщо задана 

фундаментальна система розв’язків: 

5.1. xey 1 , xey 2 ; 

5.2. xey 1 , xxey 2 , 
xexy 2

3  ; 

5.3. xy 3sin1  , xy 3cos2  ; 

5.4. 2 2

1 2cos , sin ;y x y x   

5.5. 1 2, ;x xy e y xe   

5.6. 1 2 3, cos , sin .x x xy e y e x y e x    
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6. Знаючи фундаментальну систему розв’язків лінійного однорідного 

диференціального рівняння 
1 ,y x  2

2 ,y x  3

3 ,y x  знайти його 

частинний розв’язок y , який задовольняє початковим умовам  1 0y  , 

 1 1,y     1 2.y   

Практичне заняття № 3 

Тема: Лінійні однорідні диференціальні рівняння вищих порядків зі 

сталими коефіцієнтами 

Контрольні запитання 

1. У чому полягає суть методу Ейлера інтегрування однорідних 

лінійних рівнянь із сталими коефіцієнтами? Як залежить 

структура фундаментальної системи розв’язків від виду коренів 

характеристичного рівняння? У якій області визначений 

загальний розв’язок? 

Приклад 1. Знайти загальний розвязок рівняння 6 11 6 0.y y y y       

 ► Шукаючи частинні розв’язки у вигляді kxey  , дістанемо 

рівняння 

  ,06116 23  kkkkf  

яке називається характеристичним рівнянням, а його корені – 

характеристичними числами даного рівняння. Будова 

характеристичного рівняння дуже проста і не потребує додаткових 

пояснень. Його можна завжди написати одразу. 

 Корені характеристичного рівняння: .3,2,1 321  kkk  Тому 

      xxx exyexyexy 3
3

2
21 ,,   і загальний розв’язок рівняння буде 

.3
3

2
21

xxx eCeCeCy   ◄ 

Приклад 2. Розв’язати рівняння .09  IIIV yy  

 ► Характеристичне рівняння 09 35  kk  має корені 

.3,3,0 54321  kkkkk  Коли якийсь корінь ik  

характеристичного рівняння має кратність m , то йому відповідають 

якраз m  частинних розв’язків: 

....,,,, 12 xkmxkxkxk iiii exexxee   

Отже, в даному разі частинні розв’язки будуть 

      ,,,1 202
3

0
2

0
1 xexxyxxexyexy xxx   

,, 3
5

3
4

xx eyey   

а тому загальний розв’язок рівняння запишеться: 

.1 3
5

3
4

2
321

xx eCeCxCxCCy   ◄ 
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Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння 

2 2 16 16 0.V IVy y y y y y         

► Маємо 

  .0161622 2345  kkkkkkf  

Корінь рівняння 1k  - очевидний; отже, 

   01621161622 242345  kkkkkkkk  

або 

   .041
22  kk  

Звідси .2,2,1 54321 ikkikkk   Частинні розв’язки будуть 

          ixixixixx xexyexyxexyexyexy 2
5

2
4

2
3

2
21 ,,,,    

або ж                     

   

   

 

1 2

3 4

5

, cos2 ,

sin 2 , cos2 ,

sin 2 .

xy x e y x x

y x x y x x x

y x x x

 

 



 

Тому 

 xx eCxxCxxCxCxCeC 153421 2sin2cos2sin2cos  

    .2sin2cos 5432 xxCCxCC   ◄ 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. Скласти лінійні однорідні рівняння, знаючи їх характеристичні 

рівняння: 

1.1 2 3 2 0;     1.2   1 2 0;      

1.3 3 0;   1.4 5 4 3 25 12 16 12 4 0.           

2. Знаючи корені характеристичного рівняння, написати загальний 

розв’язок однорідного рівняння: 

2.1 1,2 3 44, 3, 5;      2.2 1 2 33 2 , 3 2 , 7;i i        

2.3 1,2 3,42 , 3 4 ;i i       2.4 1,2,3 4,58, 7 9 .i     

3. Знайти загальні розв’язки лінійних однорідних рівнянь; знайти також 

частинні розв’язки там, де вказані початкові умови. 

3.1. 5 4 0.y y y     3.2. 2 10 0.y y y     

3.3. 
2 0.y a y    3.4. 3 4 12 0.y y y y       

3.5. 6 12 8 0.y y y y       3.6. 4 0.y y    

3.7. 13 36 0.IVy y y    3.8. 8 0.IVy y   

3.9. 8 24 32 16 0.IVy y y y y        3.10. 5 6 0.IVy y y    

3.11. 9 9 0.y y y y       3.12. 3 2 0.V IVy y y    
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3.13. 9 0.VIy y   3.14. 2 2 0.IVy y y y      

3.15. 4 4 0.IVy y y     3.16. 045  IVVVI yyy . 

 

4. Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь: 

4.1 4 4 0y y y     при    0 3, 0 1;y y    

4.2 4 0y y    при    0 7, 0 8;y y   

4.3 5 4 0y y y     при    0 1, 0 1;y y   

4.4 4 29 0y y y     при    0 0, 0 15;y y   

4.5 0y y    
при 1, 0;

2 2
y y
    

    
   

 

4.6 6 9 0y y y     при    0 0, 0 2.y y   
 

 

Практичне заняття № 4 

Тема: Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння вищих порядків зі 

сталими коефіцієнтами (метод варіації довільних сталих). 

Контрольні запитання 

1. У чому полягає суть методу Лагранжа знаходження загального 

розв’язку неоднорідного лінійного рівняння? 

2. У яких випадках і в якому виді може бути знайдено частинний 

розв’язок неоднорідного лінійного рівняння зі сталими 

коефіцієнтами методом невизначених коефіцієнтів? 

Приклад 1. Розв’язати рівняння 
2tgy y x   . 

 ► Загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 

0'' yy  нам відомий: xCxCy sincos 21  ; отже, можемо застосувати 

спосіб варіації довільних сталих. 

 Складаємо систему: 

1 2cos sin 0.C cx C x                  2

1 2sin cos tg .C x C x x     

Звідси 
2 2

1 2tg sin , tg cos ,С x x C x x      

  2

1 1 1

1
tg sin cos

cos
C x x xdx x

x
        ; 

  2

2 2 2tg cos ln tg sin .
2 4

x
C x x xdx x


 

 
      

 
  

Таким чином, шуканий загальний розв’язок неоднорідного рівняння 

буде 
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1 2

1
cos cos [ln tg sin ]sin

cos 2 4

x
y x x x x

x


 

   
           
   

 

1 2cos sin sin ln tg 2.
2 4

x
x x x


 

 
     

 
 ◄ 

Приклад 2. Розв’язати рівняння 
2

4 5
cos

xe
y y y

x
    . 

► Загальний розв’язок ЛОДР 4 5 0y y y    : 

.sincos 2
2

2
1.. xeCxeCy xx

оз   

Припустимо, що константи 21,СС  є функціями від змінної х, тоді 

загальний розв’язок ЛНДР будемо шукати у вигляді: 

    .sincos 2
2

2
1.. xexCxexCy xx

нз   

Для знаходження функцій    xCxC 21 ,  складаємо систему: 

   

2 2

1 2

2
2 2 2 2

1 2

( ) cos ( ) sin 0;

( ) 2 cos sin ( ) 2 sin cos ;
cos

x x

x
x x x x

C x e x C x e x

e
C x e x e x C x e x e x

x

   



    


 

звідси 

   

1 2

1 2

( )cos ( )sin 0;

1
( ) 2cos sin ( ) 2sin cos .

cos

C x x C x x

C x x x C x x x
x

  



    


 

З цієї системи знаходимо: 

;)(1)( 2
/
2 AxxCxC   

.cosln)(
cos

sin
)( 1

/
1 BxxCtgx

x

x
xC 


  

Отже, ЗР ЛНДР 

    xeAxxeBxy xx
нз sincoscosln 22
..  . ◄ 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 
2

3
4 4

xe
y y y

x



    . 

► Загальний розв’язок ЛОДР 4 4 0y y y    : 
xx

оз xeCeCy 2
2

2
1..

  . 

Припустимо, що константи 21,СС  є функціями від змінної х, тоді 

загальний розв’язок ЛНДР будемо шукати у вигляді: 
xx

нз xexCexCy 2
2

2
1.. )()(   . 

Для знаходження функцій    xCxC 21 ,  складаємо систему: 
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2 2

1 2

2
2 2 2

1 2 3

( ) ( ) 0;

( )( 2) ( )( 2 ) ;

x x

x
x x x

C x e C x xe

e
C x e C x xe e

x

 


  

   



     


 

звідси 

1 2

1 2 3

( ) ( ) 0;

1
( 2) ( ) ( )( 2 1) .

C x C x x

C x C x x
x

  



     


                  
1 2

2 3

1
( ) ;

1
( ) ;

C x
x

C x
x


  


  


 

звідси 

   ;
11

)( 2

21 A
x

dxxdx
x

xC      


  B
x

dxxdx
x

xC
2

3

32
2

11
)( . 

Отже, ЗР ЛНДР 

xx
нз xeB

x
eA

x
y 2

2

2
.. )

2

1
()

1
(   . ◄ 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. Знайти загальні розв’язки лінійних неоднорідних рівнянь, 

використовуючи метод варіації довільних сталих: 

1.1  ;
1

x

x

e
y y

e
  


 1.2 

1
4 ;

cos2
y y

x
    

1.3 ;y y ctgx    
1.4 

 2

3

sin 2 cos
;

cos

x x
y y

x


    

1.5 
2

4 5 ;
cos

xe
y y y

x
     1.6 

2
2 ;

4

xe
y y y

x
   


 

1.7 
3 2

4

2 4 6
2 2 ;

x x x
y y y y

x

  
       1.8 

27 10 16 ;y y y y x        

1.9 2 sin .IVy y y x     
 

 

2. Знайти частинні розв’язки диференціальних рівнянь, які 

задовольняють початковим умовам: 

2.1  22 3 ,xy y e x x         0 2, 0 2;y y   

2.2 sin 2 ,y y x        1, 1;y y    

2.3 
24 5 2 ,xy y y x e        0 2, 0 3;y y   

2.4 2 2 4 cos ,xy y y e x        , ;y e y e      

2.5  2 4 sin cos ,y y y x x            0 1, 0 0, 0 1;y y y      

2.6  23 3 2 ,y y x          0 0 0 1.y y y     
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Практичне заняття № 5 

Тема: Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння вищих порядків зі 

сталими коефіцієнтами (метод невизначених коефіцієнтів). 

Інтегрування лінійного неоднорідного диференціального рівняння зі 

сталими коефіцієнтами 
     1

1 ...
n n

ny p y p y f x


     

Права частина 

диференціального рівняння 

Корені 

характеристичного 

рівняння 

Вигляд частинного розв’язку 

 

   xPxf m , 

 

 xPm  - многочлен степеня m  

а) число 0 не є коренем 

характер. рівняння 
 xRm

, 

 xRm  - многочлен степеня m  

б) число 0 є коренем 

характер. рівняння 

кратності l  

 xRx m
l , 

 xRm  - многочлен степеня m  

 

   xPexf m
x , 

 

 xPm  - многочлен степеня m , 

  - дійсне число 

а) число   не є 

коренем характер. 

рівняння 

  x
m exR 

, 

 xRm  - многочлен степеня m  

б) число   є коренем 

характеристичного 

рівняння кратності l  

  x
m

l exRx 
, 

 xRm  - многочлен степеня m  

 

      xxQxxPxf nm  sincos   

 xPm  - многочлен степеня m , 

 xQn  - многочлен степеня n  

а) число i  не є 

коренем характер. 

рівняння 

 

    xxVxxU kk  sincos  , 

де  xU k ,  xVk  - многочлени 

степеня k ,  nmk ,max  

б) число i  є коренем 

характеристичного 

рівняння кратності l  

    xxVxxUx kk
l  sincos  , 

 xU k ,  xVk  - многочлени 

степеня k ,  nmk ,max  

 

      xxQxxPexf nm
x  sincos   

 xPm  - многочлен степеня m , 

 xQn  - многочлен степеня n , 

  - дійсне число 

а) число i   не є 

коренем характер. 

рівняння 

    xxVxxUe kk
x  sincos  , 

 xU k ,  xVk  - многочлени 

степеня k ,  nmk ,max  

б) число i   є 

коренем характер. 

рівняння кратності l  

    xxVxxUex kk
xl  sincos  , 

 xU k ,  xVk  - многочлени 

степеня k ,  nmk ,max  

а) )()( xPxf n  

Приклад 1.  Розв’язати рівняння 
24 13 .y y y x     

► Характеристичне рівняння відповідного однорідного рівняння 

4 13 0y y y     є 01342  kk ; корені його: .32,32 21 ikik   

Загальний розв’язок відповідного однорідного лінійного рівняння буде 
     .3sin3cos 21

232
2

32
1 xCxCeeAeAy xxixi    
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Згідно з теорією частинний розв’язок  xY0  неоднорідного рівняння 

шукаємо у вигляді   CBxAxxY  2
0  (права частина містить 10 xe , 

тобто 0  і, отже, 21 kk  ). 

Маємо    0 02 , 2 .Y x Ax B Y x A     Підстановка в рівняння дає: 

    .13242 22 xCBxAxBAxA   

Звідси ,
13

1
A  ,

169

8
B  

2197

6
C . Отже, 

  .
2197

6

169

8

13

1 2
0  xxxY  

 Загальний розв’язок – сума будь-якого частинного та загального 

відповідного однорідного – буде 

  .
169

6

13

8

13

1
3sin3cos 2

21
2









 xxxCxCey x  ◄ 

 

б) )()( xPexf n
x  

 

Приклад 2. Розв’язати рівняння 
25 8 4 xy y y y e      . 

► Загальний розв’язок ЛОДР 5 8 4 0y y y y      : 
xxx

оз xeCeCeCy 2
3

2
21..  . 

Оскільки ;1)(0 xP 2  - корінь характеристичного рівняння 

кратності 2, то частинний розв’язок ЛНДР: 

;22
..

x
нч eAxy   
2 2 2

. . 2 2 ;x x

ч нy Axe x A e     

     2 2 2 2 2

. . 2 1 2 2 2 2 2 4 1 ;x x x

ч нy A x e A x x e A x x e        

     2 2 2 2 2

. . 2 4 4 2 2 4 1 2 2 4 12 6 ;x x x

ч нy A x e A x x e A x x e         

     2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 12 6 5 2 2 4 1 8 2 4 ;x x x x x

y
y y y

A x x e A x x e A x x e Ax e e

  

             

поділив ліву і праву частину на xe2 , розкривши дужки, звівши подібні 

доданки, отримаємо: 
4

1
A . Отже, ;

4

2
2

..
x

нч e
x

y   тоді 

xxxx
нз e

x
xeCeCeCy 2

2
2

3
2

21..
4

 . ◄ 

 



 27 

в) xxQxxP nn  sin)(cos)(   

 

Приклад 3. Розв’язати рівняння 9 6cos3y y x   . 

► Загальний розв’язок ЛОДР 9 0y y   : 

xCxCy оз 3sin3cos 21..  . 

Оскільки 6)(0 xP ,   00 xQ , i3  - є коренем характеристичного 

рівняння кратності 2, то частинний розв’язок ЛНДР шукаємо у вигляді: 

 xBxAxy нч 3sin3cos..  . 

Звідси 

. cos3 sin3 ( 3 sin3 3 cos3 );ч нy A x B x x A x B x       

. . 6 sin3 6 cos3 9 cos3 9 sin3ч нy A x B x Ax x Bx x      . 

Підставляємо значення у, та першої і другої похідної в задане 

рівняння: 
  ;3cos63sin3cos93sin93cos93cos63sin6 xxBxAxxBxxAxxBxA   

зводимо подібні біля x3sin  та x3cos : 
;3cos63cos63sin6 xxBxA   

випишемо множники, що стоять біля x3sin  та x3cos  зліва і справа: 

x

x

3cos

3sin
 

;66

;06





A

A
    звідси    









.0

;1

A

B
 

Отже, частинний розв’язок ЛНДР: 

;3sin.. xxy нч   

загальний розв’язок ЛНДР: 

;3sin3sin3cos 21.. xxxCxCy нз   ◄ 

 

г)  xxQxxPe nn
x  sin)(cos)(   

 

Приклад 1. Розв’язати рівняння 
39 cosxy y e x x   . 

► Загальний розв’язок ЛОДР 9 0y y   : 
xx

оз eCeCy 3
2

3
1..

 . 

Оскільки 1)(0 xP ,   00 xQ , i 3  - не є коренем 

характеристичного рівняння, то частинний розв’язок ЛНДР шукаємо у 

вигляді: 

    xDCxxBAxey x
нч sincos3
..  . 

Звідси 
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      3 33 cos sin cos sin ( )sin ( )cos ;x xy e Ax B x Cx D x e A x C x Ax B x Cx D x          

      3 3

3

9 cos sin 6 cos sin ( )sin ( )cos

( 2 sin 2 cos ( )cos ( )sin ).

x x

x

y e Ax B x Cx D x e A x C x Ax B x Cx D x

e A x C x Ax B x Cx D x

           

      

Підставляємо значення у, та першої і другої похідної в задане рівняння: 

      

    

;cos

sincos9)sin)(cos)(cos2sin2(

cos)(sin)(sincos6sincos9

3

33

33

xxe

xDCxxBAxexDCxxBAxxCxAe

xDCxxBAxxCxAexDCxxBAxe

x

xx

xx






 

скорочуємо ліву і праву частину на xe3 , відкриваємо дужки та 

групуємо: 

   

    .cossin92669sin969

cos92669cos969

xxxDDABCDxxCCAC

xBBCDABxxAACA




 

Випишемо множники, що стоять біля xxcoxxxx cos,,sin,sin  зліва 

і справа: 

x

xx

x

xx

sin

sin

cos

cos

;0266

;06

;0266

;16









DABC

CA

BCDA

AC

 

звідси 

,
37

1
A  ,

37

6
C  ,

1369

2
D  .

1369

234
B  

Отже, частинний розв’язок ЛНДР: 


























 xxxxey x

нч sin
1369

2

37

6
cos

1369

234

37

13
.. , 

загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального 

рівняння: 


























  xxxxeeCeCy xxx

нз sin
1369

2

37

6
cos

1369

234

37

133
2

3
1.. .◄ 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. Знайти загальні розв’язки лінійних неоднорідних рівнянь. 

1.1. 
2 1.y y x     1.2. 2 2.y y x     

1.3. 4 ' 4 .xy y y xe     1.4. 
2 .IVy y x x    

1.5. 
24 .y y x    1.6 

39 cos .xy y e x    

1.7. .sin5 xeyy xIV   1.8 4 5 2 2 3y y y y x       . 
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1.9. 24 1.Vy y x    
1.10 .

1

x

x

e
y y

e
  


 

1.11 22 4 cos sin 2 .xy y y e x x x       1.12 3 3 2 .xy y y y e       

1.13  24 .xy y e     

 

 

Практичне заняття № 6 

Тема: Розв’язування диференціальних рівнянь за допомогою 

степеневих рядів. Самостійна робота. 

Найбільш поширеним прийомом інтегрування рівнянь є подання 

шуканого розв’язку у вигляді степеневого ряду. Розглянемо рівняння 

другого порядку: 

( ) ( ) 0y p x y q x y    .                               (20) 

Припустимо, що коефіцієнти )(xp і )(xq  рівняння (20) є аналітичними 

функціями на інтервалі axx  0 , тобто на цьому проміжку 

розкладаються в степеневі ряди 

 


0
0)()(

k

k
k xxpxp ,  



0
0)()(

k

k
k xxqxq .               (21) 

Теорема. Якщо функції )(xp і )(xq - аналітичні при axx  0 , то будь-

який розв’язок )(xyy   рівняння (20) є аналітичним при axx  0 , 

тобто розкладається в степеневий ряд 


0

)(
k

k
k xcxy , який збігається 

при axx  0 . 

Ця теорема дає можливість проінтегрувати рівняння (20), тобто 

побудувати розв’язок цього рівняння у вигляді степеневого ряду. Для 

цього шукають розв’язки рівняння (20) у вигляді ряду за степенями x  з 

невизначеними коефіцієнтами, поклавши 00 x : 




0

)(
k

k
k xcxy . 

Контрольні запитання 

1. При якій умові лінійне однорідне рівняння другого порядку має 

частинний розв’язок, що задовольняє заданим початковим умовам і 

можна подати у вигляді степеневого ряду за степенями різниці х-

х0, де х0 -початкове значення незалежної змінної? Як можна 

вибирати початкове значення шуканої функції і її похідних? У чому 

суть методу невизначених коефіцієнтів, чому рівні вільний член і 

коефіцієнт при х-х0, як визначаються інші коефіцієнти? У якій 
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області збігається ряд, що є розв’язком? 

2. Як знайти загальний розв’язок лінійного однорідного рівняння 

другого порядку за допомогою степеневих рядів? 

 

Приклад 1. Знайти розв’язок рівняння 0y xy   . 

І метод 

► Нехай при 0x : 0Cy  , 
1y C  . Виконаємо послідовне 

диференціювання: 
0y xy    

0 00 1y xy y C C        , 
(4)

12 2y xy y C      , 
(5) 3 0y xy y     , 

(6) (4)

04 4y xy y C    , 

1
)4()5()7( 105 Cyxyy   

06 )5()6()8(  yxyy , 

0
)4()7()9( 287 Cyxyy  , 

1
)7()8()10( 808 Cyxyy  . 

Підставимо ці значення в ряд Маклорена: 

2 3 4(0) (0) (0) (0) (0)
( ) (0) ... ...
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Отримали загальний інтеграл заданого диференціального рівняння 

у вигляді нескінченного ряду. Цей розв’язок має зміст, коли ряд 

збіжний. Застосовуючи ознаку збіжності Д’Аламбера, можна показати , 

що ряд збігається при x . ◄ 

ІІ метод 

► Шукаємо розв’язок даного рівняння у вигляді: k
k xCy 



0

. 
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Підставивши k
k xCy 



0

, 1

1

k

ky kC x


  , 2

2

( 1) k

ky k k C x


    у 

задане рівняння, отримаємо: 

0)1(
0

2

2

 





k
k

k
k xCxxCkk . 

Прирівняємо до 0 коефіцієнти при однакових степенях x , 

отримаємо систему рівнянь для визначення kC : 

:0x 012 2  C , 

:1x 023 03  CC , 

:2x 034 14  CC , 

:3x 045 25  CC , 

:4x 056 36  CC , 

:5x 067 47  CC , 

:6x 078 58  CC , 

………………….. 

:kx 0)1( 12   kk CCkk , 

…………………. 

З цих рівнянь знаходимо: 

02 C ,         0
54

2
5 




C
C ,         0

87

5
8 




C
C , 

32

0
3




C
C ,     

653265

03
6







CC
C ,       

98653298

06
9







CC
C , 

43

1
4




C
C ,       

764376

14
7







CC
C ,      

1097643109

17
10







CC
C . 

З останніх рівностей бачимо, що  2C , 5C , 8C ,…, 23 kC , … рівні 0, 

тобто 023 kC , ,...2,1,0k  

Коефіцієнти 3C , 6C ,…, kC3 , … виражаються через коефіцієнт 0C : 

  03
313

)1(
C

kk
C

k

k 



 , ,...2,1k  

Коефіцієнти 4C , 7C ,…, 13 kC , … виражаються через коефіцієнт 1C : 

  113
133

)1(
C

kk
C

k

k 





, ,...2,1k  

Покладемо 10 C , 01 C , тоді відмінні від 0 лише коефіцієнти kC3 : 



 32 

kk
C

k

k
3)13(...98765432

)1(
3




 , ,...2,1k  

Побудований один розв’язок: 









1

3

1
3)13(...98765432

)1(
1)(

kk

x
xy

kk

. 

Другий розв’язок, лінійно незалежний зі знайденим, отримаємо при 

00 C , 11 C  .Тоді відмінні від 0 будуть коефіцієнти 13 kC : 

)13(3...1097643

)1(
13






kk
C

k

k , ,...2,1k  

Отже, 







 

1

13

2
)13(3...1097643

)1(

kk

x
xy

kk

. 

Ряди, що представляють 1y  та 2y  збігаються при x  і є 

аналітичними функціями. 

ЗРДР: 
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.◄ 

 

Приклад 2. Знайти розв’язок рівняння 0y xy y    . 

► Шукаємо розв’язок даного рівняння у вигляді : 

k
k xCy 



0

. 

Підставивши k
k xCy 



0

, 1

1

k

ky kC x


  , 2

2

( 1) k

ky k k C x


    у 

задане рівняння, отримаємо: 

0)1(
0

2

2

 





k
k

k
k xCxxCkk , 

або 

  ...4534232 3
5

2
43

0
2 xCxCxCxC

    0......32 3
3

2
21

0
0

2
32

0
1  xCxCxCxCxCxCxCx  

Прирівняємо до 0 коефіцієнти при однакових степенях x : 

:0x  02 02 CC , 

:1x 0232 13  CC , або 03 13  CC  

:2x 0343 24  CC  . або 04 24  CC  
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:3x 0454 35  CC  . або 05 35 CC  

…………………………………. 

:kx     01)1(2 2   kk CkCkk , або   02 2   kk CCk  

Отриману систему рівнянь можна записати у вигляді:  

2

0
2

C
C  ,                                           

3

1
3

C
C  , 

424

02
4




CC
C ,                               

535

13
5




CC
C , 

…………………                                  ……………….. 

Коефіцієнти 4C , …, kC2 ,…. виражаються через 0C : 

!2

)1(

2...642

)1(
2

kk
C

k

kk

k








 , ....2,1k  

Коефіцієнти 3C , 5C  …, 12 kC ,…. виражаються через 1C : 

 12...53

)1(
12






k
C

k

k , ....2,1k  

Покладемо 10 C , 01 C , тоді відмінні від 0 лише коефіцієнти kC2 : 

k
C

k

k
2...642

)1(
2




 , ....2,1k  

Отже, перший частинний розв’язок: 

2
2642

1

2

...
)2...(642

)1(
...

642422
1)(

xkk
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xy













 . 

Другий розв’язок, лінійно незалежний з )(1 xy , знайдемо, поклавши 

00 C , 11 C , тоді відмінні від 0 лише коефіцієнти 12 kC : 

 12...7531

)1(
12






k
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k , ....2,1k  

Отже, 
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Ряди, що представляють 1y  та 2y  збігаються при x  і є 

аналітичними функціями. 

Тому ЗРДР: 
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Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Знайти перших три члени розкладу в степеневий ряд частинного 

інтегралу диференціального рівняння, що задовольняє початковим 

умовам: 

1.1    2 1 , 0 1;y y x x y           1.2  2 , 0 0.xy y e y          

2. Знайти перших чотири члени розкладу в степеневий ряд частинного 

інтегралу диференціального рівняння, що задовольняє початковим 

умовам: 

2.1    cos , 0 1, 0 0;y y x x y y       

2.2     sin 1, 0 0 1.y y x y y y          

2.3     0, 0 0, 0 1;y xy y y y        

2.4     2 , 0 0 1;y x y y y     

2.5     2 0, 0 1, 0 0;y y x y y y        

2.6     , 0 1, 0 0.y xy y y y       

3. Проінтегрувати дані рівняння за допомогою степеневих рядів: 

3.1         2 0;y xy y      3.2         0;y xy y      

3.3          21 4 2 0;x y xy y       3.4         0.xy ye     

 

Самостійна робота ( 30 балів) 

 

Завдання 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння, що 

допускає пониження порядку: 

а) 21 2x y xy   ; б) 
yy y e  . 

 

 

Завдання 2. Розв’язати диференціальне рівняння методом варіації 

довільної сталої: 
1

x

x

e
y y

e
  


   

Завдання 3. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння 

 4 5 2 16 12 xy y y y x e       . 

Завдання 4. Знайти частинний розв’язок диференціального рівняння, 

що задовольняє початковим даним: 

 2 12cos2 9sin 2y y y x x      ,  0 2y   ,  0 0y  . 
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Практичне заняття № 7 

Тема: Застосування звичайних диференціальних рівнянь до 

дослідження процесів реальної дійсності.  

 

Завдання для самостійного розв’язання 

 

1 [4]. В точці  1; 2  дотична до кривої паралельна осі Ox . В довільній 

точці цієї кривої радіус кривизни R  дорівнює квадрату абсциси цієї 

точки. Скласти рівняння кривої. 

2 [4]. Радіус кривизни у довільній точці кривої дорівнює кубу довжини 

відрізка нормалі в цій точці. Скласти рівняння кривої, знаючи, що вона 

проходить через точку  0;1  і в цій точці дотична до кривої паралельна 

осі Ox . 

3 [4]. Визначити криві, у яких радіус кривизни дорівнює довжині 

нормалі. 

4 [4]. Знайти криві, у яких радіус кривизни пропорційний довжині 

нормалі. Прийняти коефіцієнт пропорційності 1, 1,2.k    

5 [4]. Водій трамваю, включаючи поступово реостат, збільшує 

потужність вагонного двигуна таким чином, що сила тяги зростає на 

120 кг протягом кожної секунди. Знайти закон руху вагона при таких 

даних: вага вагона 10P   т, опір тертя сталий і дорівнює 200 кГ, 

початкова швидкість дорівнює нулю. 

6 [4]. Важке тіло без початкової швидкості ковзає по похилій площині. 

Знайти закон тертя, якщо кут нахилу дорівнює  , а коефіцієнт тертя  . 

7 [4]. Моторний човен вагою 300 кГ рухається прямолінійно з 

початковою швидкістю 66 м/с. Опір води пропорційний швидкості і 

дорівнює 10 кГ при швидкості 1 м/с. Через який час швидкість буде 

дорівнювати 8 с/м? 

8 [4]. Матеріальна точка маси m  рухається вздовж прямої під дією сили 

ньютонівського притягання до маси M , розміщеної в початку 

координат. На початку руху вона знаходилась в точці  0A x  і її 

початкова швидкість дорівнювала 0v . Якою повинна бути початкова 

швидкість, щоб відстань від рухомої точки до початку координат могла 

необмежено зростати (друга космічна швидкість)? Виразити другу 

космічну швидкість через 0x  і a  – прискорення сили тяжіння в точці 

 0A x . 

9 [4]. Матеріальна точка маси m  падає під дією сили тяжіння. Знайти 

закон руху точки, якщо опір повітря падінню пропорційний квадрату 
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швидкості. Точка початково знаходилась в  0A x  і її початкова 

швидкість дорівнювала нулю. 

10 [4]. Локомотив рухається по горизонтальній ділянці шляху зі 

швидкістю 72 км/год. В який час і на якій відстані він буде зупинений 

гальмом, якщо опір руху після початку гальмування дорівнює 0,2 його 

ваги. 

11 [4]. Сила, яка притягує пружину, пропорційна збільшенню її 

довжини і дорівнює 1 кг, коли довжина збільшилась на 1 см. До 

пружини підвішено вантаж вагою 2 кг. Знайти період коливального 

руху, яке отримає цей вантаж, якщо його трохи відтягнути донизу і 

потім відпустити. 

12 [4]. Сила пропорційна зміщенню і дорівнює 2 кг при зміщенні в  1 м. 

Опір середовища пропорційний швидкості. Амплітуда після трьох 

коливань зменшується в 10 разів. Знайти період коливання. 

13 [4]. Матеріальна точка з масою m  притягується кожним з двох 

центрів з силою, пропорційною відстані. Коефіцієнт пропорційності k . 

Відстань між центрами 2b . В початковий момент точка знаходиться на 

лінії центрів на відстані c  від її середини. Початкова швидкість 

дорівнює нулю. Знайти закон руху. 

14 [4].  Ланцюг, який висить на гладкому крючку, зісковзує вниз. На 

початку руху по одну сторону крючка звисає 10 м ланцюга, а по другу 8 

м. Не враховуючи опору, знайти: 1) через який час з крючка зісковзує 

весь ланцюг і 2) якою буде швидкість ланцюга в початковий момент її 

вільного падіння. 

 

Практичне заняття № 8 

 

Тема: Лінійні системи диференціальних рівнянь. Розв’язування 

систем лінійних диференціальних рівнянь попередньо звівши їх до 

лінійного ДР вищого порядку. 

 

Контрольні запитання 

1. Який загальний вид має нормальна система дифференціальних 

рівнянь? Як визначають її порядок? Коли ця система називається 

лінійною? Що називається розв’язком (інтегральною кривою) 

нормальної системи n-го порядку? 

2. Як ставиться задача Коші для нормальної системи? У якому 

випадку вона має розв’язок? Коли цей розв’язоку буде єдиним? 
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3. Що таке загальний розв’язок нормальної системи n-го порядку?  

4. Яке розв’язок називається частинним, особливим? У якому 

випадку нормальна система не має особливих розв’язків? 

5. У чому полягає механічне тлумачення нормальної системи і її 

розв’язку? У чому полягає механічне тлумачення задачі Коші? Що 

таке точка рівноваги?  

 

Приклад 1. Розв’язати ЛСДР 














.32

,

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy

                                       (22) 

► Розв’яжемо задану систему, звівши її до лінійного ДР 2-го 

порядку відносно функції 1y . Для цього продиференціюємо перше 

рівняння по змінній x , пам’ятаючи, що 21, yy  є функції від x , дістанемо 

1 1 2y y y    . Підставимо в останню рівність значення 2y  із другого 

рівняння, тоді 

1 1 1 22 3 .y y y y     

Визначивши 2y  з першого рівняння системи: 

2 1 1,y y y                                             (23) 

і підставивши в останнє рівняння, після зведення подібних, отримаємо 

лінійне однорідне ДР 2-го порядку: 

1 1 12 0.y y y     

Розв’язок цього рівняння має вигляд 

 .sincos 21
2

1 xCxCey x   

Підставивши отримане значення  xCxCey x sincos 21
2

1   та 

 xCCxCCey x sin)2(cos)2( 1221
2

1   в (23), знаходимо 

    ].sincos[ 1221
2

2 xCCxCCey x   

З цих формул бачимо, що лінійно незалежними розв’язками системи 

(23) є вектори 

   
.

sincos

sin
;

sincos

cos
2

2

22

2

1 






















xxe

xe
y

xxe

xe
y

x

x

x

x

 ◄ 
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Завдання для самостійного розв’язання 

 

1. Розв’язати системи лінійних диференціальних рівнянь звівши їх до 

лінійних диференціальних рівнянь вищого порядку і вилучити, де це 

вказано, розв’язок, що задовольняє початкові умови. 

1.1. 














.

,

x
dt

dy

y
dt

dx

. 

 

1.2. 














.2

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

1.3. 














.

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

1.4. 














.52

,43

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

1.5. 





















.

,

,

yx
dt

dz

zx
dt

dy

zy
dt

dx

 

1.6. 





















.

,2

,2

tz
dt

dz

tzy
dt

dy

tyx
dt

dx

 

 

1.7. 





















.

,

,

tzx
dt

dz

tyx
dt

dy

zy
dt

dx

 

 

 

Практичне заняття № 9 

Тема: Лінійні однорідні системи диференціальних рівнянь зі 

сталими коефіцієнтами. 

Розв’язання однорідних систем лінійних диференціальних рівнянь за 

допомогою характеристичного рівняння системи 

(з використанням метода Ейлера) 

Контрольні запитання 

1. Який загальний вигляд має лінійна система? Коли вона називається 

однорідною? 

2. За якої умови задача Коші для лінійної системи має єдиний 

розв’язок? У якому інтервалі існують розв’язки? Чому лінійна 

система не має особливих розв’язків? 

3. Які розв’язки однорідної лінійної системи називаються лінійно 

незалежними? Що таке фундаментальна система розв’язків? Чи 

може нульовий розв’язок входити до складу фундаментальної 

системи розв’язків? Яка умова є необхідною і достатньою для 

того, щоб дана система розв’язків була фундаментальною? 
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Скільки фундаментальних систем розв’язків має задана однорідна 

лінійна система? 

4. Як побудувати загальний розв’язок однорідної лінійної системи, 

якщо відомо фундаментальну систему розв’язків? У якій області 

визначений загальний розв’язок? Як розв’язати задачу Коші за 

допомогою формули загального розв’язку? 

5. У чому полягає метод Ейлера інтегрування однорідних лінійних 

систем зі сталими коефіцієнтами? Як залежить структура 

фундаментальної системи розв’язків від виду коренів 

характеристичного рівняння? 

 

Приклад 1. Розв’язати ЛОСДР 









.3

,22

yxy

yxx
 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  , де 

k  - власне значення матриці 









31

22
A , вектор  bar ,


 - власний вектор 

числа k . Підставимо ktaex  , ktbey  , ktakex  , ktbkey   в задану 

систему: 











.3

,22

ktktkt

ktktkt

beaebke

beaeake
 

Скоротимj ліву і праву частину рівнянь системи на kte , та зведемо 

подібні за змінними ba, : 









.0)3(          

,02         )2(

bka

bak
                               (24) 

Ми отримали лінійну однорідну систему рівнянь. Вона має 

нетривіальний розв’язок, якщо її визначник, складений з коефіцієнтів 

біля змінних ba, , дорівнює нулю: 

0
31

22






k

k
.                                  (25) 

Рівняння (25) називають характеристичним рівнянням системи лінійних 

диференціальних рівнянь. Знайдемо розв’язки цього рівняння: 

   02132  kk , 

0452  kk , 

4    ,1 21  kk . 
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Корені характеристичного рівняння (25) системи різні, тому можна 

визначити два лінійно незалежних розв’язки заданої системи у вигляді 
ttk

eaeax 111
1  , ttk

ebeby 111
1  , 

ttk
eaeax 4

222
2  , ttk

ebeby 4
222

2  . 

Для знаходження власного вектора  111 ,bar


, що відповідає 11 k  (а 

значить, першого частинного розв’язку системи teax 11  , teby 11  ) 

підставимо 11 k  в систему (24): 









,0)13(          

,02         )12(

11

11

ba

ba
                   









.02

,02 

11

11

ba

ba
 

Очевидно, остання система має безліч розв’язків, один з яких (обираємо 

його довільно, врахувавши, що 0,0 11  ba ): 1,2 11  ba . Отже, 

11 k  відповідає власний вектор  1,21 r


, тоді перший частинний 

розв’язок має вигляд: tex 21  , tey 1 . 

Для знаходження власного вектора  222 ,bar


, що відповідає 

власному числу 4 2 k  (а значить, другого частинного розв’язку 
teax 22  , teby 22   системи) підставимо 4 2 k  в систему (24): 









,0)43(          

,02         )42(

22

22

ba

ba
                       









.0        

,02 2

22

22

ba

ba
 

Очевидно, остання система також має безліч розв’язків, один з яких 

(обираємо його довільно, врахувавши, що 0,0 22  ba ): 1,1 22  ba . 

Отже, власному числу 4 2 k  відповідає власний вектор  1,12r


, тоді 

другий частинний розв’язок має вигляд: tex 4
2  , tey 4

2  . 

Загальний розв’язок системи має вигляд: 








,

,

2211

2211

yCyCy

xCxCx
 або 











.

,2

4
21

4
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 ◄ 

 

Приклад 2. Розв’язати ЛОСДР 









.

,3

yxy

yxx
 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  , де 

k  - власне значення матриці 











11

13
A , вектор  bar ,


 - власний 
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вектор числа k . Підставимо ktaex  , ktbey  , ktakex  , ktbkey   в 

задану систему: 











.

,3

ktktkt

ktktkt

beaebke

beaeake
 

Скоротиму ліву і праву частину рівнянь системи на kte  та зведемо 

подібні за змінними ba, : 









.0)1(        

,0           )3(

bka

bak
                                      (26) 

Ми отримали лінійну однорідну систему рівнянь. Вона має 

нетривіальний розв’язок, якщо її визначник, складений з коефіцієнтів 

біля змінних ba, , дорівнює нулю: 

0
11

13






k

k
.                                          (27) 

Рівняння (27) називають характеристичним рівнянням системи лінійних 

диференціальних рівнянь. Знайдемо розв’язки цього рівняння: 

     01113  kk , 

  02
2
k , 

22,1 k . 

Корені характеристичного рівняння (27) системи рівні, тому не 

можна визначити два лінійно незалежних власних вектори, що 

відповідають власному числу 2k . Значить існує лише один 

частинний розв’язок вигляду teax 2
11  , teby 2

11  . Для знаходження 

цього розв’язку, аналогічно до попереднього прикладу, визначимо 

власний вектор  111 ,bar


, підставивши 2k  в систему (26): 









,0)21(        

,0           )23(

11

11

ba

ba
              









.0 

,0     

11

11

ba

ba
 

Система має безліч розв’язків, один з яких 1,1 11  ba . Отже, 

власному числу 2k  відповідає власний вектор  1,11 r


, тоді перший 

частинний розв’язок ДР має вигляд: tex 2
1  , tey 2

1  . 

Другий частинний розв’язок ДР, лінійно незалежний із знайденим, 

шукаємо у вигляді tetaax 2
122 )(  , tetbby 2

122 )(  . З цією метою 

визначаємо із системи приєднаний вектор  222 ,bar


 до вектора  1,11 r


: 









;1)1(        

,1           )3(

22

22

bka

bak
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;1)21(        

,1           )23(

22

22

ba

ba
     









.1

,1   

22

22

ba

ba
 

Остання система має безліч розв’язків, один з яких 0,1 22  ba . 

Отже, приєднаний вектор  0,12r


, тоді другий частинний розв’язок має 

вигляд: tetx 2
2 )1(  , ttey 2

2  . 

Загальний розв’язок системи має вигляд: 









,

,

2211

2211

yCyCy

xCxCx
 або 

 











.

,1

2
2

2
1

2
2

2
1

tt

tt

teCeCy

etCeCx
 ◄ 

 

Приклад 3. Розв’язати ЛОСДР 









.4

,

yxy

yxx
 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  , де 

k  - власне значення матриці 






 


14

11
A , вектор  bar ,


 - власний 

вектор числа. Підставимо ktaex  , ktbey  , ktakex  , ktbkey   в 

задану систему: 











.4

,

ktktkt

ktktkt

beaebke

beaeake
 

Скоротиму ліву і праву частину рівнянь системи на kte  та зведемо 

подібні за змінними ba, : 









.0)1(4        

,0-            )1(

bka

bak
                                (28) 

Ми отримали лінійну однорідну систему рівнянь. Вона має 

нетривіальний (ненульовий) розв’язок, якщо її визначник, складений з 

коефіцієнтів біля змінних ba, , дорівнює нулю: 

0
14

11






k

k
.                                   (29) 

Рівняння (29) є характеристичним рівнянням системи лінійних 

диференціальних рівнянь. Знайдемо розв’язки цього рівняння: 

   0)1(411  kk , 
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0522  kk , 

ik 212,1  . 

Корені характеристичного рівняння (29) системи є два 

взаємноспряжені комплексні числа. Тому для знаходження розв’язку 

системи достатньо знайти власний вектор, що відповідає одному зі 

спряжених комплексних чисел ik 212,1  . Знайдемо власний вектор 

 bar ,


 для ik 21 , підставивши ik 21  в систему (28): 









,0)211(4             

,0-                )211(

bia

bai
                   









.024       

,0       2

bia

bai
 

Остання система має безліч розв’язків, один з яких iba 2,1  . 

Отже, власному числу ik 21  відповідає власний вектор  ir 2,1 


, тоді 

розв’язки будуть мати вигляд: 

   titetitaeaeaex tttikt 2sin2cos2sin2cos 22)21(   , 

 

   .2cos22sin22sin2cos2

2sin2cos

22

2)21(

titetitei

titbebebey

tt

ttikt



 

 

Скористаємось тим фактом, що якщо    tivtu   комплексний 

розв’язок системи ДР, то  tu  та  tv  є частинними розв’язками цієї 

систем. Тому частинні розв’язки заданої системи набувають вигляду: 

   tetitexx tt 2cos2sin2cosReRe 22
1  , 

   tetiteyy tt 2sin22cos22sin2ReRe 22
1  ; 

   tetitexx tt 2sin2sin2cosImIm 22
2  , 

   tetitexy tt 2cos22sin2cosImIm 22
2  . 

Загальний розв’язок системи має вигляд:  









,

,

2211

2211

yCyCy

xCxCx
     або     











.2cos22sin2

,2sin2cos

2
2

2
1

2
2

2
1

teCteCy

teCteCx

tt

tt

 ◄ 

 

 

Приклад 4. Знайти розв’язок системи 
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,5

,1562
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3
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2
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yyy
dx
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yyy
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 44 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  , 

ktcez   де k  - власне значення матриці 
























621

511

1562

A , вектор 

 cbar ,,


 - власний вектор числа. Характеристичне рівняння 

0

621

511

1562









k

k

k

 

має один корінь 1k  кратності 3 . Знайдемо власні вектори, що 

відповідають 1k  з системи: 















.052

,052

,01563

cba

cba

cba

 

Ця система має три однакових рівняння, тому можна визначити два 

лінійно незалежні власні вектори  1,2,11r


,  1,1,32r


.  

Система 















.152

,252

,11563

cba

cba

cba

 

не має розв’язків, тому вектор  1,2,11r


 не має приєднаного вектора. 

Система 















.152

,152

,31563

cba

cba

cba

 

має ненульовий розв’язок  0,0,1 . Отже вектор  1,1,32r


 має приєднаний 

вектор  0,0,13r


. Отже, загальний розвязок системи буде 

 

 

 




















.

,2

,)31(3

3213

3212

3211

x

x

x

exCCCy

exCCCy

exCCCy

 ◄ 
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Приклад 5. Знайти розв’язок системи 
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3
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dx
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dx
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dx
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► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  , 

ktcez   де k  - власне значення матриці 






















101

113

014

A , вектор 

 cbar ,,


 - власний вектор числа. Характеристичне рівняння 

0

101

113

014









k

k

k

 

має один корінь 2k  кратності 3 . Знайдемо власні вектори, що 

відповідають 2k  з системи: 















0

03

02

ca

cba

ba

 

Ця система має три різних рівняння, тому можна визначити лише 

один власний вектор )1,2,1(1r


. Система 















1

23

12

ca

cba

ba

 

має ненульовий розв’язок )0,1,1( . Отже, вектор )1,2,1(1r


 має приєднаний 

вектор )0,1,1(2r


. 

Система 















0

13

12

ca

cba

ba

 

має ненульовий розв’язок )1,1,1( . Отже, вектор )0,1,1(2r


 має приєднаний 

вектор )1,1,1(3r


. 
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Отже, загальний розвязок системи диференціального рівняння буде 

 

    











































































.
2

1

,1212

,
2

11

2
2

3213

22
3212

2
2

3211

x

x

x

e
x

CxCCy

exxCxCCy

e
x

xCxCCy

 ◄ 

 

Розв’язування лінійних систем диференціальних рівнянь 

методом невизначених коефіцієнтів 

 

Приклад 6. Розв’язати систему 









.3

,22

yxy

yxx
 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  . 

Підставимо ktaex  , ktbey  , ktakex  , ktbkey   в задану систему: 











.3

,22

ktktkt

ktktkt

beaebke

beaeake
 

Скоротиму ліву і праву частину рівнянь системи на kte , та зведемо 

подібні за змінними ba, : 









.0)3(          

,02         )2(

bka

bak
                                  (30) 

Ми отримали лінійну однорідну систему рівнянь. Вона має 

нетривіальний розв’язок, якщо її визначник, складений з коефіцієнтів 

біля змінних ba, , дорівнює нулю: 

0
31

22






k

k
.                                       (31) 

Рівняння (31) є характеристичним рівнянням системи лінійних 

диференціальних рівнянь. Знайдемо розв’язки цього рівняння: 

   02132  kk , 

0452  kk , 

4    ,1 21  kk . 

Корені характеристичного рівняння (31) системи різні, тому загальний 

розв’язок заданої системи будемо шукати у вигляді: 
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tttktk
eaeaeaeax 4

2121
21  , 

tttktk
ebebebeby 4

2121
21  . 

Для знаходження коефіцієнтів 2121 ,,, bbaa  підставимо 
tt eaeax 4

21  , tt ebeby 4
21  , tt eaeax 4

21 4'  , tt ebeby 4
21 4'   в 

задану систему: 

   
 









.34

,224

4
21

4
21

4
21

4
21

4
21

4
21

tttttt

tttttt

ebebeaeaebeb

ebebeaeaeaea
 

Зводимо подібні: 

   

 









.)2(0

,2220

4
2211

4
2211

tt

tt

ebaeba

eabeba
 

Система має розв’язок, якщо коефіцієнти біля tt ee 4,  дорівнюють нулю: 





















;0

20

,220

,20

22

11

22

11

ba

ba

ab

ba

                  








.

,2

22

11

ba

ba
 

Загальний розв’язок системи має вигляд: 










.

,2

4
21

4
21

tt

tt

ebeby

ebebx
 ◄ 

 

Приклад 7. Розв’язати систему 
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yxy
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► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  . 

Характеристичне рівняння системи: 

0
11

13






k

k
                                     (32) 

має один корінь 2k  кратності 2, тому загальний розв’язок системи 

будемо шукати у вигляді: 
ttktkt teaeateaeax 2

2
2

121  , 
ttktkt tebebtebeby 2

2
2

121  . 
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Для знаходження коефіцієнтів 2121 ,,, bbaa  підставимо 
tt teaeax 2

2
2

1  , tt tebeby 2
2

2
1  , ttt teaeaeax 2

2
2

2
2

1 22'  , 
ttt tebebeby 2

2
2

2
2

1 22'   в задану систему: 

 
 









.22

,322

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

ttttttt

ttttttt

tebebteaeatebebeb

tebebteaeateaeaea
 

Зводимо подібні: 

   

 









.)(0

,0

2
22

2
211

2
22

2
121

tt

tt

tebaebba

teabebaa
 

Система має розв’язок, якщо коефіцієнти біля tt tee 22   ,  дорівнюють 

нулю: 





















;0

,0

,0

,0

22

211

22

121

ba

bba

ab

baa

                  








.

,

22

211

ba

bba
 

Отже, загальний розв’язок системи має вигляд: 











.

,)(

2
2

2
1

2
2

2
21

tt

tt

tebeby

tebebbx
 ◄ 

 

Приклад 8. Розв’язати систему 









.4

,

yxy

yxx
 

► Будемо шукати частинні розв’язки у вигляді ktaex  , ktbey  . 

Характеристичне рівняння системи: 

0
14

11






k

k
.                                    (33) 

Корені рівняння (33) є два взаємоспряжені комплексні числа 

ik 212,1  , тому загальний розв’язок системи будемо шукати у 

вигляді: 

teateateateax tttt 2sin2cossincos 2121    , 

tebtebtebteby tttt 2sin2cossincos 2121    . 

Для знаходження коефіцієнтів 2121 ,,, bbaa  підставимо 
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teateax tt 2sin2cos 21  , teaateaax tt 2sin)2(2cos)2(' 1221  , 

tebteby tt 2sin2cos 21  , tebbtebby tt 2sin)2(2cos)2(' 1221   

в задану систему: 

 









.2sin2cos2sin2cos42sin)2(2cos)2(

),2sin2cos(2sin2cos2sin)2(2cos)2(

21211221

21211221

tebtebteateatebbtebb

tebtebteateateaateaa

tttttt

tttttt

 

Зводимо подібні: 

   

 









.sin24cos)24(0

,sin2cos20

1221

2112

tebateba

tebateba

tt

tt

 

Система має розв’язок, якщо коефіцієнти біля tete tt sin  ,cos  

дорівнюють нулю: 





















;240

,240

,20

,20

12

21

21

12

ba

ba

ba

ba

                  








.2

,2

12

21

ab

ab
 

Загальний розв’язок системи має вигляд: 











.2sin22cos2

,2sin2cos

2
1

2
2

2
2

2
1

teateay

teateax

tt

tt

 ◄ 

 

Завдання для самостійного розв’язання 

1. Розв’язати системи диференціальних рівнянь 

1.1. 














zy
dx

dz

zy
dx

dy

34

2

 

1.2. 














zy
dx

dz

zy
dx

dy
3

 

1.3. 














zy
dx

dz

zy
dx

dy
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7

 

1.7. 





















yx
dt

dz

zx
dt

dy

zy
dt

dx

3

3  

1.8. 





















zyx
dt

dz

zyx
dt

dy

zyx
dt

dx
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1.4. 








yxy

yxx

2'

2
 

1.5. 














xy
dx

dz

z
dx

dy

22

23

 

1.6. 















zxz

zyxy

zxx

3'

42'

5

 

1.9. 





















zyx
dt

dz

z
dt

dy

y
dt

dx
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Практичне заняття № 10, 11 

Тема: Неоднорідні системи лінійних диференціальних рівнянь. 

 

Контрольні запитання 

1. Який загальний вигляд має лінійна система? Коли вона називається 

неоднорідною? 

2. Як знайти загальний розв’язок неоднорідної лінійної системи, 

якщо відомий один частинний розв’язок й загальний розв’язок 

відповідної однорідної системи? 

3. У чому складається метод Лагранжа знаходження загального 

розв’язку неоднорідної лінійної системи? 

 

Метод варіації довільної сталої 

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок системи: 











.2'

,' 2

t

t

exy

eyx
                                            (34) 

► Задана система є неоднорідною системою лінійних 

диференціальних рівнянь. Оскільки функції   ,2
1

tetf     tetf 22   є 

неперервними на всій множині дійсних чисел, то для розв’язання 

заданої системи можна використати метод варіації довільних сталих. 

Загальним розв’язком однорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь: 









.'

,'

xy

yx
                                                 (35) 

буде: 
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,

,

21

21

tt

tt

eCeCy

eCeCx








                                        (36) 

де 21,CC  - довільні сталі. 

Для знаходження загального розв’язку системи (34) припустимо, 

що 21 CіC  є функціями від змінної t, тоді загальний розв’язок (36) 

набуде вигляду: 

   

    .

,

21

21

tt

tt

etCetCy

etCetCx








                                  (37) 

Для знаходження функцій    tCtC 21 ,  підставимо х і у: 

    tt etCetCx  21 ,         tttt etCetCetCetCx   2211 , 

    tt etCetCy  21 ,         tttt etCetCetCetCy   2211  

у систему (34); отримаємо: 

            
           













.2

,

212211

2
212211

ttttttt

ttttttt

eetCetCetCetCetCetC

eetCetCetCetCetCetC
 

Оскільки система (35) є розв’язком однорідної лінійної системи 

диференціальних рівнянь (34), то остання система набуває вигляду: 

   

   













,2

,

21

2
21

ttt

ttt

eetCetC

eetCetC
 

звідси 

 

 













),2(
2

1

,
2

1

1

3
2

t

t

etC

etC

            або                

 

 













.)2(
2

1

,
6

1

11

2
3

2

ctetC

cetC

t

t

           (38) 

Підставимо знайдені функції (38) в систему (35), отримаємо 

загальний розв’язoк неоднорідної системи лінійних диференціальних 

рівнянь (33): 


















.
3

1

,
3

2

21
2

21
2

tttt

tttt

ececteey

ececteex

 ◄ 
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Метод невизначених коефіцієнтів 

для розв’язання неоднорідної системи лінійних диференціальних 

рівнянь 

 

 







.'

,'

221

121

tfybxby

tfyaxax
 

Функції  tf1 ,  tf2  Корені 

характеристи

чного рівняння 

Вид частинного розв’язку 

 

   tPtf m11  , 

   tPtf m22  , 

 tPm1
,  tPm2

 - многочлени 

степеня 1m , 2m , відповідно 

0 є коренем 

характер. рів-ня 

кратності r 

 

 











,

,

..

..

tRy

tQx

rsнч

rsнч
 

s=max( 1m , 2m ) 

0 не є коренем 

характер. рів-ня 
 

 







,

,

..

..

tRy

tQx

sнч

sнч
 

s=max( 1m , 2m ) 

 

    t
m etPtf 

11  , 

    t
m etPtf 

22  , 

 tPm1
,  tPm2

 - многочлени 

степеня 1m , 2m , відповідно 

  є коренем 

характер. рів-ня 

кратності r 

 

 













,

,

..

..

t
rsнч

t
rsнч

etRy

etQx





 

s=max( 1m , 2m ) 

  не є коренем 

характер. рів-ня 
 

 









,

,

..

..

t
sнч

t
sнч

etRy

etQx





 

s=max( 1m , 2m ) 

 

      tetFtсosetPtf t
n

t
m   sin

111  , 

      tetFtсosetPtf t
n

t
m   sin

221  , 

 tPm1
,  tPm2

,  tFm1
,  tFm2

 - 

многочлени степеня 1m , 2m , 1n , 

2n , відповідно 

i   - корінь 

характер. рів-ня 

кратності r 

   

   













,sincos

,sincos

..

..

tetNtetMy

tetRtetQx

t
rs

t
rsнч

t
rs

t
rsнч









 s=max( 1m , 2m , 1n , 2n ) 

i   не є 

коренем 

характер. рів-ня 

   

   









,sincos

,sincos

..

..

tetNtetMy

tetRtetQx

t
s

t
sнч

t
s

t
sнч









 

s=max( 1m , 2m , 1n , 2n ) 

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок системи: 









.2'

,cos5'

yxy

tyx
                                        (39) 

► Розв’яжемо неоднорідну систему лінійних диференціальних 

рівнянь, використовуючи метод невизначених коефіцієнтів. Розв’язок 

заданої системи буде складатись з загального розв’язку однорідного 

системи лінійних диференціальних рівнянь та частинного розв’язку 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь: 









.

,

......

......

нчознз

нчознз

yyy

xxx
                                     (40) 
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Спочатку розв’яжемо однорідну систему лінійних диференціальних 

рівнянь 
,

2 .

x y

y x y

 

  

 

Характеристичне рівняння системи 0
12

1






k

k
 має два різних 

корені 11 k , 22 k . Тоді загальний розв’язок системи ДР має вигляд: 















.2

,

2
21..

2
21..

tt
оз

tt
оз

eCeCy

eCeCx
                                 (41) 

Оскільки   ,cos51 ttf     02 tf , то частинний розв’язок 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь шукаємо у 

вигляді: 









.cossin

,cossin

21..

21..

tBtBy

tAtAx

нч

нч
                                  (42) 

Шукаємо похідні від .... , нчнч yx  по змінній t: 









.sincos

,sincos

21..

21..

tBtBy

tAtAx

нч

нч
                                  (43) 

Підставляємо (42), (43) в задану систему (39): 

 







.cossincossin2sincos

,cos5cossinsincos

212121

2121

tBtBtAtAtBtB

ttBtBtAtA
 

Групуємо по соs t та sin t: 









.0sin)2(cos)2(

,0sin)(cos)5(

112221

1221

tBABtBAB

tBAtBA
 

Останні рівності мають місце, якщо множники біля соs t та sin t 

дорівнюють нулю: 





















;02

,02

,0

,05
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221
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21

BAB

BAB

BA

BA

   звідси   
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2

1
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1

B

B

A

A

 

Отже, частинний розв’язок неоднорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь має вигляд: 









.cos3sin

,cossin2

..

..

tty

ttx

нч

нч
                                  (44) 
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Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь знайдемо, підставивши отримані розв’язки 

(41) та (44) в (40): 















.cos3sin2

,cossin2

2
21......

2
21......

tteCeCyyy

tteCeCxxx

tt
нчознз

tt
нчознз

 ◄ 

 

Приклад 3. Знайти загальний розв’язок системи: 

2 7 3,

2 1.

tx x y te

y x y

    

    

                                   (45) 

► Розв’яжемо неоднорідну систему лінійних диференціальних 

рівнянь, використовуючи метод невизначених коефіцієнтів. Розв’язок 

заданої системи буде складатись з загального розв’язку однорідного 

системи лінійних диференціальних рівнянь та частинного розв’язку 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь: 









.

,

......

......

нчознз

нчознз

yyy

xxx
                                       (46) 

Розв’яжемо однорідну систему лінійних диференціальних рівнянь 

2 ,

2 .

x x y

y x y

  

   

 

Характеристичне рівняння системи 0
21

12






k

k
 має два 

комплексноспряжених корені ik 212,1  . Знаючи корені 

характеристичного рівняння, знаходимо загальний розв’язок останньої 

системи: 











.sincos

,cossin

2
2

2
1..

2
2

2
1..

teCteCy

teCteCx

tt
оз

tt
оз

                             (47) 

Оскільки   ,371  ttetf    12 tf , то частинний розв’язок 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь шукаємо у 

вигляді: 















.)(

,)(

321..

321..

BeBtBy

AeAtAx

t
нч

t
нч

                                    (48) 

Шукаємо похідні від .... , нчнч yx  по змінній t: 



 55 















.)(

,)(

211..

211..

t
нч

t
нч

eBtBBy

eAtAAx
                                    (49) 

Підставляємо (48), (49) в задану систему (45): 

 
   













.1)(2)()(

,37)()(2)(

321321211

321321211

BeBtBAeAtAeBtBB

teBeBtBAeAtAeAtAA

ttt

tttt

 

Групуємо по te , tte та вільні члени: 

 

 













.0122)3(

,03272)3(

3311221

3311221

BAteBAeABB

BAteBAeBAA

tt

tt

 

Останні рівності мають місце, якщо множники біля te , tte та вільні 

члени рівні нулю: 
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221

33

11

221

BA

BA

ABB
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   звідси   
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Отже, частинний розв’язок неоднорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь має вигляд: 















.1)7,04,1(

,1)7,08,2(

..

..

t
нч

t
нч

ety

etx
                               (50) 

Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь знайдемо, підставивши отримані розв’язки 

(47) та (50) в (46): 















.1)7,04,1(sincos

,1)7,08,2(cossin

2
2

2
1......

2
2

2
1......

ttt
нчознз

ttt
нчознз

etteCteCyyy

etteCteCxxx
 ◄ 

 

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок системи: 

4

2 2 ,

2 3 .

t

t

x x y e

y x y e

   

   

                                      (51) 

► Розв’яжемо неоднорідну систему лінійних диференціальних 

рівнянь, використовуючи метод невизначених коефіцієнтів. Розв’язок 

заданої системи буде складатись з загального розв’язку однорідного 
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системи лінійних диференціальних рівнянь та частинного розв’язку 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь: 









.

,

......

......

нчознз

нчознз

yyy

xxx
                                   (52) 

Розв’яжемо однорідну систему лінійних диференціальних рівнянь 

2 ,

2 .

x x y

y x y

  

  

                                         (53) 

Характеристичне рівняння системи 0
21

12






k

k
 має два різних 

корені 3  ,1 21  kk . Знаючи корені характеристичного рівняння, 

знаходимо загальний розв’язок системи (53): 
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,

3
21..

3
21..

tt
оз
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оз

eCeCy

eCeCx
                                  (54) 

Оскільки   ,21
tetf     tetf 4

2 3 , та врахувавши, що 11 k  - корінь 

характеристичного рівняння кратності один, то частинний розв’язок 

неоднорідної системи лінійних диференціальних рівнянь шукаємо у 

вигляді: 
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нч
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eAeAtAx
                                (55) 

Шукаємо похідні від .... , нчнч yx  по змінній t: 
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eAeAtAAx
                          (56) 

Підставляємо (55), (56) в задану систему (51): 
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4
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4
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Групуємо по te , tte та te4 : 
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ttt

ttt

eABteBAeABB

eBAteBAeBAA
 

Останні рівності мають місце, якщо множники біля te , tte та te4  рівні 

нулю: 
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Отже, частинний розв’язок неоднорідної системи лінійних 

диференціальних рівнянь має вигляд: 
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нч
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eety

etex
                               (57) 

Загальний розв’язок неоднорідної системи лінійних диференціальних 

рівнянь знайдемо, підставивши отримані розв’язки (54) та (57) в (51): 
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Завдання для самостійного розв’язання 

1. Знайти розв’язок систем: 

1.1. 
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1.4. 
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1.5. 
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Контрольна робота (40 балів) 

 

Типові завдання контрольної роботи 

Завдання 1. Знайти частинний розв’язок лінійного однорідного 

диференціального рівняння: 

        270  ,90  ,30  ,10  ,0910  yyyyyyy IV . 

Завдання 2. Розв’язати систему диференціальних рівнянь двома 

способами: 

а). зведенням до диференціального рівняння вищого порядку; 

б). за допомогою характеристичного рівняння: 









.48

,84

yxy

yxx
 

Завдання 3. Розв’язати систему лінійних диференціальних рівнянь 

методом Ейлера, якщо      ,    ,    x x t y y t z z t   :

2 ,

3 3 2 ,

2 ,

x x z

y x y z

z x z

  

   

    

 

Завдання 4. Знайти перших чотири члени розкладу в степеневий ряд 

частинного інтегралу диференціального рівняння, що задовольняє 

початковим умовам:     cos , 0 1, 0 0.y y x x y y      

 

Практичне заняття № 12 

Тема: Рівняння в частинних похідних першого порядку. 

Завдання для самостійного розв’язання 

1 [1]. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння:  

 21 0
z z

x xy
x y

 
  

 
 та визначити інтегральну поверхню, що проходить 

через криву 
2z y  у площині 0x  . 

2 [1]. Знайти поверхню, що справджує рівняння 

                                     2 2 22 2
z z

xz yz z x y
x y

 
   

 
. 

3 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 0
z z

x y
x y

 
 

 
. Визначити 

поверхню, що проходить через криву 
2 2

2 2
1

y z

b c
   в площині x a .  
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4 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 0
z z

y x
x y

 
 

 
. Визначити 

поверхню, що проходить через криву 2 2y pz  в площині 0x  . 

5 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння cos cos cos cos
z z

y x x y
x y

 
 

 
.  

6 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння cosmxz z
a e py

x y

 
 

 
.  

7 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 1
z z

a b
x y

 
 

 
. 

8 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння  2 22 0
z z

xy y x
x y

 
  

 
. 

Визначити поверхню, що проходить через криву 2z ax  в площині 

0y  . 

9 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 2 2z z
y y x y

x y

 
  

 
.  

10 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 2 z z
y xy zx

x y

 
 

 
. 

11 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння  2 2 2 2 0
z

x y y z
x


   


.  

12 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 2 22
z z

x y xy a z
x y

 
  

 
.  

13 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 

 2 2 2 2 2 0
z z

x z x xy xz
x y

 
    

 
. 

14 [1]. Знайти загальний інтеграл рівняння 
z z

x y z
x y

 
 

 
. Визначити 

поверхню, що проходить через криву 
3,z x y x  .  

  

 

Практичне заняття № 13 

Тема: Застосування звичайних диференціальних рівнянь до 

дослідження процесів реальної дійсності (захист проектів). 
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№ Похідні деяких 

елементарних функцій 

Первісні деяких функцій 

1   1n nx nx    dx C  

2 
  1

2
x

x


  

kdx kx C   

3 

2

1 1

x x

 
  

 
 

1

,
1

n
n x

x dx C якщо
n



 
 1n    

4   lnx xa a a   ln
dx

x C
x
   

5  x xe e   
ln

x
x a

a dx C
a

   

6 
 

1
log

ln
a x

x a
   

x xe dx e C   

7 
 ln x  1

x
  sin cosxdx x C    

8  sin cosx x   cos sinxdx x C   

9  cos sinx x    
2

tg
cos

dx
x C

x
   

10 
  2

1
tg

cos
x

x
   

2
ctg

sin

dx
x C

x
    

11 
  2

1
ctg

sin
x

x
    

2 2
arcsin arccos

dx x x
C C

a aa x
    


  

12 
 

2

1
arcsin

1
x

x

 


 2

2
ln

dx
x x a C

x a
   


  

13 
 

2

1
arccos

1
x

x

  


 
2 2

1
arctg

dx x
C

a x a a
 

  

14 
  2

1
arctg

1
x

x
 


 

2 2

1
ln

2

dx x a
C

x a a x a


 

   

15 
  2

1
arcctg

1
x

x
  


 sh chxdx x C   

16  sh chx x   ch shxdx x C   

17  ch shx x   ln lnxdx x x x C    

18 
  2

1
th

ch
x

x
   

1
ln | tg |

sin 2

x
dx C

x
   

19 
  2

1
cth

sh
x

x
    

1
ln | tg |

cos 2 4

x
dx C

x
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